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3.9      Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ   f(x) = αηµx + βσυνx 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Η συνάρτηση   f(x) = ρηµ(x + φ)    µε  ρ > 0   &   φ > 0 
•     Έχει πεδίο ορισµού το  ℝ  

•     Η  fC  προκύπτει µε  µετατόπιση κατά  φ  µονάδες αριστερά της γρ. παράστασης 

       της  συνάρτησης  g(x) = ρηµx 
•     Είναι περιοδική µε περίοδο  2π 
•     Έχει µέγιστο  ρ  και ελάχιστο   – ρ  

•     Ο αριθµός  φ  λέγεται  διαφορά φάσεως  των  fC ,  gC  

 
 
2. 
Η συνάρτηση   f(x) = αηµx + βσυνx   µε  α,  β ≠≠≠≠  0 

•     Θέτουµε   2 2α +β = ρ 

•     Από το σύστηµα   

ασυνϕ = ρ
 βηµϕ =

ρ

      βρίσκουµε το  φ 

•     Τότε    f(x) = ρηµ(x + φ) 
 
 
 
 

ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ  

1. 
Για να λύσουµε εξίσωση της µορφής   αηµx + βσυνx = κ 
•     Θεωρούµε τη συνάρτηση  f(x) = αηµx + βσυνx 
•     Μετασχηµατίζουµε την  f  στη µορφή   f(x) = ρηµ(x + φ) 
•     Η εξίσωση γίνεται  ρηµ(x + φ) = κ 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Να βρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης   f(x) = 4ηµx + 3συνx + 2 
Προτεινόµενη λύση 
Πεδίο ορισµού το  ℝ  
Θέτουµε   g(x) = 4ηµx + 3συνx,   xϵℝ  

Είναι   α = 4,    β = 3,    ρ = 2 2α +β  = 2 24 3+  = 25  = 5 

Άρα     gmax =  5    και   gmin = – 5 
            fmax = gmax + 2 =  5 + 2 = 7     και  fmin = gmin + 2  = – 5 + 2 = – 3 
 
 
 
2. 
Να βρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης   f(x) = ηµx – 3συνx – 2 
Προτεινόµενη λύση 
Πεδίο ορισµού το  ℝ  
Θέτουµε   g(x) = ηµx – 3συνx,   xϵℝ  

Είναι   α = 1,    β = – 3,    ρ = 2 2α +β  = 2 21 ( 3)+ −  = 10  

Άρα     gmax =  10     και   gmin = – 10  

            fmax = gmax – 2 =  10 – 2      και  fmin = gmin – 2  = – 10 – 2  
 
 
3. 
Να βρεθούν οι ακέραιες τιµές του λ  ώστε η εξίσωση   3συνx + ηµx = λ  να έχει 
λύση. 
Προτεινόµενη λύση 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(x) = 3συνx + ηµx,   xϵℝ  

                                            f(x) = ηµx + 3συνx,   xϵℝ  
 

Είναι   α = 1,    β = 3      άρα     ρ = 2 2α +β  = 2 21 ( 3 )+  = 2 

Και      

1
2

3
2

ασυνϕ = = ρ
 βηµϕ = =
 ρ

       ⇒      φ = 
3
π  

Εποµένως    f(x) = 2ηµ ( )x
3
π+  

Είναι  δε    fmax = 2    και   fmin = –2 
Οπότε,  από τη δοσµένη εξίσωση συµπεραίνουµε ότι   λmax = 2    και   λmin = –2 
Και αφού  λ  ακέραιος,  θα είναι   λ = – 2    ή    –1    ή    0    ή    1    ή    2 
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4. 
Να λυθεί η εξίσωση     3συνx + ηµx = 2λ,   όπου  λ  ακέραιος. 

Προτεινόµενη λύση 

Ακολουθώντας την άσκηση  (3),  η εξίσωση γίνεται   2ηµ ( )x
3
π+  = 2λ   ⇔  

                                                                                      ηµ ( )x
3
π+  = λ     (1) 

Επειδή    –1 ≤  ηµ ( )x
3
π+  ≤  1,  θα είναι  και    –1 ≤  λ  ≤  1 

Και αφού  λ  ακέραιος,  θα είναι   λ = –1    ή    0    ή    1     

•     Για  λ = – 1,   η   (1)  ⇔     ηµ ( )x
3
π+  = – 1    ⇔    x

3
π+  = 2κπ – 

2
π     

                                                                                          
 x =  2κπ – 

2
π  – 

3
π   

                                                                                          
 x =  2κπ –5

6
π  , κ ℤ∈  

•     Για  λ = 0,   η   (1)  ⇔     ηµ ( )x
3
π+  = 0     ⇔     x

3
π+  = κπ     

                                                                                      
x =  κπ –

3
π  , κ ℤ∈  

•     Για  λ = 1,   η   (1)  ⇔     ηµ ( )x
3
π+  = 1     ⇔     x

3
π+  = 2κπ + 

2
π      

                                                                                     
  x =  2κπ + 

2
π  –

3
π   

                                                                                     
  x =  2κπ +

6
π   , κ ℤ∈  
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Από άθροισµα  
σε γινόµενο 

5. 

Για τη συνάρτηση   f(x) = 4ηµx συνx + 2ηµ ( )2x
3
π+    να βρεθούν η µέγιστη και η 

ελάχιστη τιµή της και να αποδειχθεί ότι είναι περιοδική µε περίοδο  π. 

Προτεινόµενη λύση 

Πεδίο ορισµού το  ℝ  

f(x) =  4ηµx συνx + 2ηµ ( )2x
3
π+  =  2ηµ2x + 2ηµ ( )2x

3
π+   

                                                      = 2 ( )2x 2x
3
π ηµ +ηµ +  

   

                                                      = 2⋅2 ηµ
( )2x 2x

3
2

π+ +
 συν

( )2x 2x
3

2

π− +
 

                                                      = 4 ηµ 
2x 2x

3
2

π+ +
 συν

2x 2x
3

2

π− −
 

                                                      = 4 ηµ
4x

3
2

π+
 συν

6
−π

 

                                                      = 4 ηµ ( )2x
6
π+

3
2

   

                                                      = ( )2 3  2x
6
πηµ +  

Άρα   fmax = 2 3    και    fmin =  –2 3 

Ακόµα    f(x + π) = ( )( )2 3  2 x
6
πηµ + π +   

                            = ( )2 3  2x 2
6
πηµ + π+   

                            = ( )2 3  2x
6
πηµ +  = f(x)      άρα είναι περιοδική µε περίοδο  π. 
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Τύπος διπλασίου και  
τύπος αποτετραγωνισµού 

6. 
Να προσδιορίσετε τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της συνάρτησης    
                                  f(x) = 2ηµx(συνx – ηµx). 
Προτεινόµενη λύση 

f(x) = 2ηµx(συνx – ηµx) = 2ηµx συνx – 2ηµ2 x  
                                        = ηµ2x – (1 – συν2x) 
                                        = ηµ2x – 1 + συν2x 
                                        = ηµ2x + συν2x – 1  

Είναι   α = 1,    β =  1    άρα     ρ = 2 2α +β  = 2 21 1+  = 2  

Και      

21
22

21
22

 ασυνϕ = = = ρ


βηµϕ = = = ρ

       ⇒      φ = 
4
π  

Εποµένως    f(x) = 2 ηµ ( )2x
4
π+  – 1 

Είναι      – 1 ≤ ηµ ( )2x
4
π+  ≤ 1     ⇒⇒⇒⇒     – 2 ≤ 2 ηµ ( )2x

4
π+  ≤ 2  

                                                               – 2  – 1 ≤ 2 ηµ ( )2x
4
π+  – 1 ≤ 2 – 1  

                                                               – 2  – 1 ≤  f(x) ≤ 2 – 1  

Άρα   fmin =  – 2  – 1    και    fmax = 2 – 1  
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∆ιαχωρίζουµε  
τα τόξα 

7. 

Να αποδείξετε ότι  1
10οηµ

+ 1
70οηµ

 = 3 1 1
10 70ο ο

 + 
συν συν 

 

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να δειχθεί ότι     1
10οηµ

+ 1
70οηµ

 = 3

10οσυν
+ 3

70οσυν
 

                                     1
10οηµ

– 3

10οσυν
 = 3

70οσυν
– 1

70οηµ
 

                                     
10 3 10

10 10

ο ο

ο ο

συν − ηµ

ηµ συν
 = 

3 70 70

70 70

ο ο

ο ο

ηµ −συν

ηµ συν
 

                                     
3 10 10

10 10

ο ο

ο ο

− ηµ +συν

ηµ συν
 = 

3 70 70

70 70

ο ο

ο ο

ηµ −συν

ηµ συν
     (1) 

 

Για την ποσότητα   – 3ηµ10ο + συν10ο :    

είναι   α = – 3   και   β = 1   άρα    ρ = 2 2α +β  = 1 3+  = 2 

και    

3
2

1
2

 −ασυνϕ = = ρ


βηµϕ = =
 ρ

      ⇒      φ = 150ο 

Άρα    – 3ηµ10ο + συν10ο = 2ηµ(10ο + 150ο)  

                                            = 2ηµ160ο 
                                            = 2ηµ(180ο – 20ο)   
                                            = 2ηµ20ο   
                                            = 4ηµ10ο συν10ο   

Το  1ο  µέλος της αποδεικτέας  (1)   γίνεται   
4 10 10

10 10

ο ο

ο ο

ηµ συν

ηµ συν
 = 4 

Οµοίως  το  2ο  µέλος της αποδεικτέας  (1)   γίνεται   
4 20 20

70 70

ο ο

ο ο

ηµ συν

ηµ συν
 =  

                                                                                      
4 20 20

20 20

ο ο

ο ο

ηµ συν

συν ηµ
 = 4 

 
 
 

Συµπληρωµατικά τόξα 


